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Przestrzen unormowana = przestrzen liniowa X nad F := R,C

z norma, czyli funkcja || - || : X — [0, c0) spetniajaca:
@ |Ix]|=0<«<= x=0, (niezdegenerowanie)
@ [|Mx]| =A%), (dodatnia jednorodnos)
& Ix+yl <]l +llyll- (nieréwnosé trojkata)
Przestrzeh Banacha = przestrzen unormowana (X, || - ||) zupetna:
im =l =0 =3 lim [lx,— o] =0.
ciag Cauchy ciag zbiezny

© dim(X) < oo = X przestrzen Banacha.

© Podprzestrzen liniowa Y C X przestrzeni Banacha X jest
przestrzenig Banacha <= Y jest domknieta.

© Przestrzen unormowana X jest zupetna wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy szereg absolutnie zbiezny jest zbiezny w X

Q Kazda przestrzen unormowang mozna uzupetnié.
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Przestrzenie funkcji ciagtych na przestrzeni topologicznej 2

C(Q) - przestrzen funkcji ciagtych (przestrzen liniowa)

Cp(Q) - przestrzen funkeji ciagtych i ograniczonych

Co(R2) - przestrzen funkgji ciggtych i znikajacych w oo

Cc(R2) - przestrzen funkgji ciagtych o zwartych nosnikach
Cc(R2) C Go(Q) C Gp(2) C C(Q)

Q zwarta <= C.(Q) = G(Q) = Cp(Q2) = C(Q)

Q lokalnie zwarta Hausdorffa —- CC(Q)”'”‘DO = G(Q)

przestrzenie
Banacha z norma

l[xlloo = sup [x(t)]
teQ

£°° - przestrzen ciagédw ograniczonych

L L. przestrzenie Banacha z norma
C - przestrzen ciagéw zbieznych lIxllos = sup |x(K)|

L, - . .. keN
Co - przestrzen ciggéw zbieznych do zera

Coo - przestrzen ciaggéw skonczonych (niezupetna)

oo C cg = ool e C ¢ C £*®
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Przestrzenie funkcji na przestrzeni z miara, p € [1, 0]

(Q, X, i) - przestrzen z miarg

Przestrzen funkcji catkowalnych w p-tej potedze, p <
12() = {x: @ = F il = ([ Ix(0)P d)” < o0}
Q

oraz przestrzen funkcji istotnie ograniczonych:

L) ={x:Q—=TF: ||x]|lw:= inf sup |x(t)] < oo}
HA)=0 tcQ\ A
supremuTn istotne

Twierdzenie (Nieréwnos$¢ Holdera)

Jedli I%—I— % =1, pel,o0), x € LP(u) oraz y € L(p)

-yl < [Ix[lp - llyllq
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Klasyczne przestrzenie Banacha

W ponizszej tabelce p € [1, 00).

Ozn. | przestrzenh Banacha norma
B(£2) | funkcje ograniczone 1] oo = Sup |x(t)]
Cp(2) | funkcje ciagte i ograniczone 1] oo = sup |x(t)]
Co(R2) | funkcje ciagte, znikajace w nieskoriczonsoci | ||x]|co = ma§>2< |x(¢)]
te
»
LP(u) | ,funkcje" catkowalne w p-tej potedze x|l = (f |x(t)|P du)
Q
L>°()| ,funkcje” istotnie ograniczone [Ix]looc = inf sup |x(t)]
wA)=0 tc\A
£° ciagi ograniczone 1]l oo = sup |x(k)]
keN
o »
g ciagi sumowalne w p-tej potedze Ix]lp = (Z |x(k)|p>
R — X
c ciagi zbiezne [1%]] 0o max |x (k)|
o ciagi zbiezne do zera 1] oo = max |x(k)|
€
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Operatory ograniczone

(X, 1) i (Y, -] ustalone przestrzenie unormowane

Def. Operator = odwzorowanie liniowe T : X — Y.

T jest ograniczony <. deso Veex || Tx|| < C|lx|] ( nieréwnose )

ograniczonosci

Norma operatora T = najmniejsza stata C w powyzsze] nieréwnosci
| T| :=inf{C : || Tx|| < C||x|| dla kazdego x € X}

Réwnowaznie || T = supjj=1 | TxI-

@ Operator liniowy jest ograniczony <= ciagty

dim(X) < oo = kazdy operator T : X — Y jest ograniczony

|| - || Jest norma na przestrzeni operatoréw ograniczonych

B(X,Y):={T : X — Y operator liniowy i ograniczony}

B(X,Y) jest przestrzenig Banacha <= Y jest Banacha

Przestrzen dualna X* = B(X, ) — funkcjonaty ograniczone o




lloczyn skalarny funkcja (-, ) : H x H — F spetniajaca

Q@ (x,x)>0oraz (x,x) >0dlax#0 (dodatnio-okreslonosc)
Q@ (ax+ fy,z) = alx,z) + By, z), (liniowos¢ w 1-argumencie)
Q@ (x,y)={y,x), (antysymetria)
dlax,y,ze Hia,p €F.

@ iloczyn skalarny zadaje norme wzorem ||x|| = /(x, x)

przestrzen Hilberta = przestrzei Banacha z norma
zadang przez iloczyn skalarny

@ norma jest zadana przez iloczyn skalarny <= spetniona jest

tozsamo$¢ réwnolegtoboku

LP(w), p € [1,00], jest przestrzenig Hilberta <= p =2

Kazda przestrzen Hilberta jest izometrycznie izomorficzna z
przestrzenig L?(y) (dla pewnej miary 1),

<x,y>=/Qx(t)-y(t>du
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H — ustalona przestrzen Hilberta, x,y € H, M C X

x Ly Lo, (x,y) =0, x LM £, x Ly dla kazdego y € M

M=+ = {x € H : x .M} jest domknieta podprzestrznia liniowa.
Dla domknietej podprzestrzeni M C H mamy H = M & M+,

rzut ortogonalny wektora x € H na podprzestrzen M C H
nazywamy wektor Py;x € M taki, ze x — Ppy L M.

/7

M Pyx

e 6 o6 o

@ Rzut ortogonalny na domknieta podprzestrzen M zawsze istnieje,
jest wyznaczony jednoznacznie oraz ||x — Pyx|| = inf,cpm ||x — y||

@ Rzutowanie Py : H — H jest operatorem liniowym,
kontraktywnym, samosprzezonym oraz idempotentnym.

o Idempotentny operator liniowy P : H — H jest rzutem
ortogonalnym (na M := PH) < ||P|| < 1 < P = P*.
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H, K — przestrzenie Hilberta,

e {ei}ic; C H baza ortonormalna L, maksymalny uktad
ortonormalny w H <= dla kazdego x € H mamy

X = Z<X, e,~>e,-.

i€l

| ‘ﬁ

Joseph Fourier
@ Baza ortonormalna zawsze istnieje (Lemat Kuratowskiego-Zorna)

e Wymiar przestrzeni Hilberta dim(H) = moc bazy ortonormalne;j
(niezalezy od wyboru - twierdzenie Cantora-Bernsteina)

e H = K unitarnie <= dim(H) = dim(K)
o Operator sprzezony do T € B(H,K) to T* € B(K, H), t.ze
(Tx,y) = (x, T*y) dlaxeH, yeK.

T=T"* samosprzezony
TT*=T*T normalny
P? = P, P = P* | rzut ortogonalny
uu=1 izometria
uru=u0Ur=1 unitarny z
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Funkcjonaty przedtuzaja sie
Twierdzenie Hahna-Banacha |z zachowaniem normy !
Kazdy ograniczony funkcjonat liniowy fy : Xo — FF okreslony na ()
podprzestrzeni liniowej Xg C X przedtuza sie do ograniczonego ®)
funkcjonatu liniowego f : X — T takiego, ze ||f|| = ||fo]l.

Whioski o
© Funkcjonaty ograniczone rozdzielaja punkty w X
© Kazda przestrzen unormowana X zanurza sie w przestrzen
podwdjnie sprzezong X** := (X*)*
© Przestrzen nazywamy refleksywna jezeli powyzsze
zanurzenie daje izomorfizm X = X**

Refleksywne Nierefleksywne
przestrzenie skoniczenie wymiarowe, | ¢, C[a, b], ¢*, (%,
przestrzenie Hilberta, L*([a, b]), L*°(]a, b])
przestrzenie LP dlal < p < o0
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Przestrzenie dualne

anty
e H = H* dla dowolnej przestrzeni Hilberta (Riesz-Fréchet):
feH < 3yen f(x)=(xy)
i wtedy ||| = [ly]l = +/{y, ).

o LP(u)* = L9(p), gdzie - + ¢ =1, p€[1,00),q € (1,00];

felP(n)" < Jycroq f(x) = /Qx-yd,u.

. 1
Ponadto, wtedy ||| = [yll, = 4 Ua¥17dm)* p>1,
esssuply|, p=1.

o ()" =19, gdzie 5+ ¢ = 1. Tzn. f € ((7)" <= Fyerm

F(x) = 3 x(K)y (k) i wtedy [[£]] = [lyllq.

o g =Lhfec = Fpen f(x) = kX_ZlX(k)y(k), 11 = [yl
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