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Przestrze« unormowana ≡ przestrze« liniowa X nad F := R,C
z norm¡, czyli funkcj¡ ‖ · ‖ : X → [0,∞) speªniaj¡ca:

N1 ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0, (niezdegenerowanie)

N2 ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖, (dodatnia jednorodno±¢)

N3 ‖x + y‖ ¬ ‖x‖+ ‖y‖. (nierówno±¢ trójk¡ta)

Przestrze« Banacha ≡ przestrze« unormowana (X , ‖ · ‖) zupeªna:

lim
n,m→∞

‖xn − xm‖ = 0︸ ︷︷ ︸
ci¡g Cauchy

=⇒ ∃
x0∈X

lim
n→∞

‖xn − x0‖ = 0.︸ ︷︷ ︸
ci¡g zbie»ny

1 dim(X ) <∞ =⇒ X przestrze« Banacha.

2 Podprzestrze« liniowa Y ⊆ X przestrzeni Banacha X jest

przestrzeni¡ Banacha ⇐⇒ Y jest domkni¦ta.

3 Przestrze« unormowana X jest zupeªna wtedy i tylko wtedy, gdy

ka»dy szereg absolutnie zbie»ny jest zbie»ny w X

4 Ka»d¡ przestrze« unormowan¡ mo»na uzupeªni¢.
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Przestrzenie funkcji ci¡gªych na przestrzeni topologicznej Ω

C (Ω) - przestrze« funkcji ci¡gªych (przestrze« liniowa)

Cb(Ω) - przestrze« funkcji ci¡gªych i ograniczonych

C0(Ω) - przestrze« funkcji ci¡gªych i znikaj¡cych w ∞

}
przestrzenie

Banacha z norm¡
‖x‖∞ = sup

t∈Ω
|x(t)|

Cb(Ω) - przestrze« funkcji ci¡gªych i ograniczonych

C0(Ω) - przestrze« funkcji ci¡gªych i znikaj¡cych w ∞
Cc(Ω) - przestrze« funkcji ci¡gªych o zwartych no±nikach

Cc(Ω) ⊆ C0(Ω) ⊆ Cb(Ω) ⊆ C (Ω)

Ω zwarta ⇐⇒ Cc(Ω) = C0(Ω) = Cb(Ω) = C (Ω)

Ω lokalnie zwarta Hausdor�a =⇒ Cc(Ω)
‖·‖∞

= C0(Ω)

`∞ - przestrze« ci¡gów ograniczonych

c - przestrze« ci¡gów zbie»nych

c0 - przestrze« ci¡gów zbie»nych do zera

 przestrzenie Banacha z norm¡

‖x‖∞ = sup
k∈N
|x(k)|

`∞ - przestrze« ci¡gów ograniczonych

c - przestrze« ci¡gów zbie»nych

c0 - przestrze« ci¡gów zbie»nych do zera

c00 - przestrze« ci¡gów sko«czonych (niezupeªna)

c00 ⊆ c0 = c00
‖·‖∞ ⊆ c ⊆ `∞
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Przestrzenie funkcji na przestrzeni z miar¡, p ∈ [1,∞]

(Ω,Σ, µ) - przestrze« z miar¡

Przestrze« funkcji caªkowalnych w p-tej pot¦dze, p <∞

Lp(µ) := {x : Ω→ F : ‖x‖p :=
(∫

Ω

|x(t)|p dµ
) 1

p
<∞}

oraz przestrze« funkcji istotnie ograniczonych:

L∞(µ) := {x : Ω→ F : ‖x‖∞ := inf
µ(A)=0

sup
t∈Ω\A

|x(t)|︸ ︷︷ ︸
supremum istotne

<∞}

Twierdzenie (Nierówno±¢ Höldera)

Je±li 1
p

+ 1
q

= 1, p ∈ [1,∞), x ∈ Lp(µ) oraz y ∈ Lq(µ)

‖x · y‖1 ¬ ‖x‖p · ‖y‖q
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Klasyczne przestrzenie Banacha

W poni»szej tabelce p ∈ [1,∞).

Ozn. przestrze« Banacha norma

B(Ω) funkcje ograniczone ‖x‖∞ = sup
t∈Ω
|x(t)|

Cb(Ω) funkcje ci¡gªe i ograniczone ‖x‖∞ = sup
t∈Ω
|x(t)|

C0(Ω) funkcje ci¡gªe, znikaj¡ce w niesko«czon±oci ‖x‖∞ = max
t∈Ω
|x(t)|

Lp(µ) �funkcje� caªkowalne w p-tej pot¦dze ‖x‖p =

(∫
Ω

|x(t)|p dµ
) 1

p

L∞(µ) �funkcje� istotnie ograniczone ‖x‖∞ = inf
µ(A)=0

sup
t∈Ω\A

|x(t)|

`∞ ci¡gi ograniczone ‖x‖∞ = sup
k∈N
|x(k)|

`p ci¡gi sumowalne w p-tej pot¦dze ‖x‖p =

( ∞∑
k=1

|x(k)|p
) 1

p

c ci¡gi zbie»ne ‖x‖∞ = max
k∈N
|x(k)|

c0 ci¡gi zbie»ne do zera ‖x‖∞ = max
k∈N
|x(k)|
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Operatory ograniczone

(X , ‖ · ‖) i (Y , ‖ · ‖) ustalone przestrzenie unormowane

Def. Operator ≡ odwzorowanie liniowe T : X → Y .

T jest ograniczony
def⇐⇒ ∃C0 ∀x∈X ‖Tx‖ ¬ C‖x‖

( nierówno±¢

ograniczono±ci

)
Norma operatora T ≡ najmniejsza staªa C w powy»szej nierówno±ci

‖T‖ := inf{C : ‖Tx‖ ¬ C‖x‖ dla ka»dego x ∈ X}

Równowa»nie ‖T‖ = sup‖x‖=1 ‖Tx‖.
Operator liniowy jest ograniczony ⇐⇒ ci¡gªy

dim(X ) <∞ =⇒ ka»dy operator T : X → Y jest ograniczony

‖ · ‖ jest norm¡ na przestrzeni operatorów ograniczonych

B(X ,Y ) := {T : X → Y operator liniowy i ograniczony}

B(X ,Y ) jest przestrzeni¡ Banacha ⇐⇒ Y jest Banacha

Przestrze« dualna X ∗ = B(X ,F) � funkcjonaªy ograniczone
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Iloczyn skalarny funkcja 〈·, ·〉 : H × H → F speªniaj¡ca

(1) 〈x , x〉  0 oraz 〈x , x〉 > 0 dla x 6= 0 (dodatnio-okre±lono±¢)

(2) 〈αx + βy , z〉 = α〈x , z〉+ β〈y , z〉, (liniowo±¢ w 1-argumencie)

(3) 〈x , y〉 = 〈y , x〉, (antysymetria)

dla x , y , z ∈ H i α, β ∈ F.
iloczyn skalarny zadaje norm¦ wzorem ‖x‖ =

√
〈x , x〉

przestrze« Hilberta ≡ przestrze« Banacha z norm¡

zadan¡ przez iloczyn skalarny

norma jest zadana przez iloczyn skalarny ⇐⇒ speªniona jest

to»samo±¢ równolegªoboku

Lp(µ), p ∈ [1,∞], jest przestrzeni¡ Hilberta ⇐⇒ p = 2

Ka»da przestrze« Hilberta jest izometrycznie izomor�czna z

przestrzeni¡ L2(µ) (dla pewnej miary µ),

〈x , y〉 =

∫
Ω
x(t) · y(t) dµ
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H � ustalona przestrze« Hilberta, x , y ∈ H, M ⊆ X

x⊥y def⇐⇒ 〈x , y〉 = 0, x⊥M def⇐⇒ x⊥y dla ka»dego y ∈ M

M⊥ := {x ∈ H : x⊥M} jest domkni¦t¡ podprzestrzni¡ liniow¡.

Dla domkni¦tej podprzestrzeni M ⊆ H mamy H = M ⊕M⊥.

rzut ortogonalny wektora x ∈ H na podprzestrze« M ⊆ H
nazywamy wektor PMx ∈ M taki, »e x − PM ⊥ M.

M PM x

x

Rzut ortogonalny na domkni¦t¡ podprzestrze« M zawsze istnieje,

jest wyznaczony jednoznacznie oraz ‖x − PMx‖ = infy∈M ‖x − y‖
Rzutowanie PM : H → H jest operatorem liniowym,

kontraktywnym, samosprze»onym oraz idempotentnym.

Idempotentny operator liniowy P : H → H jest rzutem

ortogonalnym (na M := PH) ⇐⇒ ‖P‖ ¬ 1 ⇐⇒ P = P∗.
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H, K � przestrzenie Hilberta,

{ei}i∈I ⊆ H baza ortonormalna
def⇐⇒ maksymalny ukªad

ortonormalny w H ⇐⇒ dla ka»dego x ∈ H mamy

Joseph Fourier

x =
∑
i∈I
〈x , ei 〉ei .

Baza ortonormalna zawsze istnieje (Lemat Kuratowskiego-Zorna)

Wymiar przestrzeni Hilberta dim(H) = moc bazy ortonormalnej

(niezale»y od wyboru - twierdzenie Cantora-Bernsteina)

H ∼= K unitarnie ⇐⇒ dim(H) = dim(K )

Operator sprz¦»ony do T ∈ B(H,K ) to T ∗ ∈ B(K ,H), t.»e

〈Tx , y〉 = 〈x ,T ∗y〉 dla x ∈ H, y ∈ K .

T = T ∗ samosprz¦»ony

TT ∗ = T ∗T normalny

P2 = P , P = P∗ rzut ortogonalny

U∗U = 1 izometria

U∗U = UU∗ = 1 unitarny 9 / 11



Twierdzenie Hahna-Banacha

Ka»dy ograniczony funkcjonaª liniowy f0 : X0 → F okre±lony na

podprzestrzeni liniowej X0 ⊆ X przedªu»a si¦ do ograniczonego

funkcjonaªu liniowego f : X → F takiego, »e ‖f ‖ = ‖f0‖.

Funkcjonaªy przedªu»aj¡ si¦

z zachowaniem normy !

Wnioski

1 Funkcjonaªy ograniczone rozdzielaj¡ punkty w X

2 Ka»da przestrze« unormowana X zanurza si¦ w przestrze«

podwójnie sprz¦»on¡ X ∗∗ := (X ∗)∗

3 Przestrze« nazywamy re�eksywn¡ je»eli powy»sze

zanurzenie daje izomor�zm X ∼= X ∗∗

Re�eksywne Niere�eksywne

przestrzenie sko«czenie wymiarowe, c0, C [a, b], `1, `∞,
przestrzenie Hilberta, L1([a, b]), L∞([a, b])
przestrzenie Lp dla 1 < p <∞
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Przestrzenie dualne

H
anty∼= H∗ dla dowolnej przestrzeni Hilberta (Riesz-Fréchet):

f ∈ H∗ ⇐⇒ ∃y∈H f (x) = 〈x , y〉

i wtedy ‖f ‖ = ‖y‖ =
√
〈y , y〉.

Lp(µ)∗ ∼= Lq(µ), gdzie 1
p

+ 1
q

= 1, p ∈ [1,∞), q ∈ (1,∞]:

f ∈ Lp(µ)∗ ⇐⇒ ∃y∈Lq(µ) f (x) =

∫
Ω

x · y dµ.

Ponadto, wtedy ‖f ‖ = ‖y‖q =

{(∫
Ω
|y |q dµ

) 1
q , p > 1,

ess sup|y |, p = 1.

(`p)∗ ∼= `q, gdzie 1
p

+ 1
q

= 1. Tzn. f ∈ (`p)∗ ⇐⇒ ∃y∈`q

f (x) =
∞∑
k=1

x(k)y(k) i wtedy ‖f ‖ = ‖y‖q.

c∗0
∼= `1: f ∈ c∗0 ⇐⇒ ∃y∈`1 f (x) =

∞∑
k=1

x(k)y(k), ‖f ‖ = ‖y‖1
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